
ある q超幾何方程式の接続問題とその退化極限
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概要
超幾何型の Jackson 積分は広く研究されており, 様々な分野で活躍する. 本講演では, バラン
ス条件の付いた Jordan-Pochhammer 型 Jackson 積分の接続公式について報告する. また, こ
の Jackson積分と Kajiharaの q 超幾何級数の関係およびその退化極限についても述べる. 本講
演の内容は神戸大学の信川喬彦氏との共同研究に基づく.

1 導入
記号: よく使う記号をまとめる. q ∈ C, 0 < |q| < 1と固定する.

(a)∞ =

∞∏
i=0

(1− aqi), (a)l =
(a)∞
(aql)∞

, l ∈ Z, (1.1)

(a1, . . . , ar)L = (a1)L · · · (ar)L, L ∈ Z ∪ {∞}, (1.2)

θ(x) = (x, q/x)∞, θ(x1, . . . , xr) = θ(x1) · · · θ(xr), (1.3)∫ τ

0

f(t)dqt = (1− q)

∞∑
n=0

f(τqn)τqn,

∫ τ∞

0

f(t)dqt = (1− q)

∞∑
n=−∞

f(τqn)τqn, (1.4)∫ τ2

τ1

f(t)dqt =

∫ τ2

0

f(t)dqt−
∫ τ1

0

f(t)dqt, (1.5)

Txf(x) = f(qx). (1.6)

Gaussの超幾何級数は次で定義される級数である.

2F1

(
α, β
γ

;x

)
= 1 +

α · β
γ · 1

x+
α(α+ 1) · β(β + 1)

γ(γ + 1) · 1 · 2
x2 + · · · . (1.7)

この級数は, 数学, 物理学, 工学など様々な場面に登場する重要な特殊関数である. この級数は Gauss

の超幾何方程式と呼ばれる次の微分方程式を満たす.[
x(1− x)

d2

dx2
+ (γ − (α+ β + 1)x)

d

dx
− αβ

]
f(x) = 0, (1.8)
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この微分方程式は P1 上に 3点の特異点を持つ 2階の Fuchs型方程式の標準的な表示である. Gauss

の超幾何方程式には, 次のような Euler型積分解を持つ.∫ q

p

tα−1(1− t)γ−α−1(1− xt)−βdt, p, q ∈ {0, 1, 1
x
,∞} (1.9)

Heineの q 超幾何方程式と呼ばれる Gaussの超幾何方程式の ‘q 差分版’が知られている:

[x(1− aTx)(1− bTx)− (1− Tx)(1− cq−1Tx)]f(x) = 0. (1.10)

ただし, Txh(x) = h(qx)である. この方程式は, q → 1という極限で方程式 (1.8)に退化する. 方程
式 (1.10)は, 次のような積分解を持つ.∫ τ2

τ1

tα−1 (qt, bxt)∞
(ct/a, xt)∞

dqt, τ1, τ2 ∈ {0, 1, q/bx}, (1.11)

θ(bx)

θ(x)

∫ σ2

σ1

sβ−γ (qat/c, qt/x)∞
(t, qt/bx)∞

dqt, σ1, σ2 ∈ {0, x, c/a}. (1.12)

例えば, 次のような解の間の線形関係を持つ:∫ 1

0

tα−1 (qt, bxt)∞
(ct/a, xt)∞

dqt =

(
b

q

)α
θ(b)

θ(b/a)
xα θ(ax)

θ(x)
×
∫ q/bx

0

tα−1 (qt, bxt)∞
(ct/a, xt)∞

dqt

+
(a
c

)β−γ+1 θ(c/b)

θ(a/b)
× θ(bx)

θ(x)

∫ c/a

0

sβ−γ (qat/c, qt/x)∞
(t, qt/bx)∞

dqt. (1.13)

このような解の間の線形関係を求めることは基本的で重要な問題であり接続問題と呼ぶ. 本稿では,

Heineの q 超幾何方程式 (1.10)を拡張した方程式に対する接続問題を考える.

[6]において, 次のM + 1階の q 差分方程式が導入された.

EMy = 0, (1.14)

EM = xM+2T−1
x

M∏
i=0

(B −AqiTx)

+

M+1∑
k=1

(−1)kxM+2−k[ek(a)T
−1
x − qek(b)]

M−k∏
i=0

(B −AqiTx)

k−2∏
i=0

(1− q−iTx)

+ (−1)M
a2 · · · aM+3

B
T−1
x

M∏
i=0

(1− q−iTx). (1.15)

ここで, a = (a2, a3, . . . , aM+3), b = (b2, b3, . . . , bM+3) であり ek は k 次基本対称式である. ま
た, Aa2 · · · aM+2 = q2Bb2 · · · bM+3 とする. この方程式は次のバランス条件 Aa2 · · · aM+2 =

q2Bb2 · · · bM+3 のついた積分解を持つ:

φi,j =

∫ q/aj

q/ai

(Axt)∞
(Bxt)∞

M+3∏
k=2

(akt)∞
(bkt)∞

dqt, φ̃i,j = xλ

∫ bj

bi

(qt/(Bx))∞
(qt/(Ax))∞

M+3∏
k=2

(qt/(bk))∞
(qt/(ak))∞

dqt (1.16)

また, [6] において, この方程式 (1.14) は Kajihara の q 超幾何級数WM,2 を解に持つことが示され
た. Kajihara の q 超幾何級数は, Macdonald 理論に背景を持ち, 双対変換公式などの良い性質を持
つ多重級数である. 本稿では, EMy = 0 とその退化 E′

My = 0 についての接続問題を考える. また,

Kajiharaの q 超幾何級数との関係についても述べる.



2 EMy = 0について
2.1 積分の接続公式
この章では, 方程式 EMy = 0 (1.14)の積分解 (1.16)の間の線形関係式を導出する. EMy = 0に

対する接続公式を以下の方法で導出した. [5]で与えられた, Jordan-Pochhammer型 Jackson積分の
間の接続公式を特殊化する. 次に, この特殊化された接続公式の余分な項を消去する. この消去には,

作用素 EM の性質を使う. 得られた接続公式は次で与えられる.

Theorem 2.1 ( [2]). バランス条件 a1 · · · aM+3 = q2b1 · · · bM+3 のついた積分 (1.16)に対して, 次
の接続公式が成り立つ:

M+3∑
k=2

C̃k

∫ q/ak

q/a1

M+3∏
i=1

(ait)∞
(bit)∞

dqt = 0, (2.1)

ここで,

C̃k =
Ck

C1
=

(
ak
a1

)2 M+3∏
i=1

θ(ak/bi)

θ(a1/bi)

∏
1≤i≤M+3

i ̸=1

θ(a1/ai)
∏

1≤i≤M+3
i ̸=k

θ(ak/ai)
−1. (2.2)

2.2 Kajiharaの q 超幾何級数との関係
次の級数は Kajiharaの q 超幾何関数 [4]と呼ばれる.

WM,N

(
{ai}1≤i≤M

{xi}1≤i≤M

∣∣∣∣ s; {uk}1≤k≤N ; {vk}1≤k≤N ; z

)
=

∑
l∈(Z≥0)M

z|l|
∆(xql)

∆(x)

∏
1≤i≤M

1− q|l|+lisxi

1− sxi

×
∏

1≤j≤M

 (sxj)|l|

((sq/aj)xj)|l|

∏
1≤i≤M

(ajxi/xj)li
(qxi/xj)li


×

∏
1≤k≤N

 (vk)|l|

(sq/uk)|l|

∏
1≤i≤M

(ukxi)li
((sq/vk)xi)li

 , (2.3)

ただし, |l| = l1 + · · ·+ lM , ∆(x) =
∏

1≤i<j≤M

(xi − xj), xq
l = {x1q

l1 , . . . , xMqlM }.

[6]において, 積分 φi,j とWM,N の間の関係が得られた.

W

(
{ai}1≤i≤M+3

{bi}1≤i≤M+3

)
=

−1

q(1− q)(q)∞

∫ q/a2

q/a1

M+3∏
i=1

(ait)∞
(bit)∞

dqt. (2.4)



ただし,

W

(
{ai}1≤i≤M+3

{bi}1≤i≤M+3

)
=

(a1/a2, a3/b2, a2q/a1, b1b2q
2/(a1a2), b2b3q

2/(a1a2))∞
a1(b1q/a1, b1q/a2, b2q/a1, b2q/a2, b3q/a1, b3q/a2)∞

M+3∏
i=4

(b2q
2bi/(a1a2), qai/a1, qai/a2)∞

(b2q2ai/(a1a2), qbi/a1, qbi/a2)∞

×WM,2

(
{ai/bi}4≤i≤M+3

{ai}4≤i≤M+3

∣∣∣∣ b2q

a1a2
;
1

b1
,
1

b3
;
b2q

a1
,
b2q

a2
;
a3
b2

)
, (2.5)

であり, a1 · · · aM+3 = q2b1 · · · bM+3. 接続公式 (2.1)とこの公式によって, 次の線形関係式をえる.

Theorem 2.2 ( [2]). 次の線形関係式が成り立つ.

M+3∑
i=2

DkW

(
a1, ak, a2, . . . , ak−1, ak+1, . . . aM+3

{bi}1≤i≤M+3

)
= 0, (2.6)

ここで

Dk =

(
ak
a1

)2 M+3∏
i=1

θ(ak/bi)

θ(a1/bi)

∏
1≤i≤M+3

i ̸=1

θ(a1/ai)
∏

1≤i≤M+3
i ̸=k

θ(ak/ai)
−1. (2.7)

ただし, a1 · · · aM+3 = q2b1 · · · bM+3 .

3 EMy = 0の退化について
3.1 積分の接続公式

[6] において, EMy = 0 の退化が計算されている. その一つに次の M + 1 階の q 差分方程式が
ある.

E′
My = 0 (3.1)

E′
M = xM+2(1− qαTx)

M∏
i=0

(B −AqiTx)

+

M+1∑
k=1

(−1)kxM+2−k(ek(a)− qαek(b)Tx)

M+2−k∏
i=0

(B −AqiTx)

k−1∏
i=0

(1− q−iTx)

+ (−1)M+2 a2a3 · · · aM
B

T−1
x

M+1∏
i=0

(1− qiTx) (3.2)

この方程式は次の積分解を持つ:

Ii,j =

∫ q/aj

q/ai

tα−1 (Axt)∞
(Bxt)∞

M+2∏
k=2

(akt)∞
(bkt)∞

dqt, 0 ≤ i, j ≤ M + 2, a0 = 0 (3.3)

Ĩi,j =
θ(Ax)

θ(Bx)

∫ bj

bi

(qt/(Bx))∞
(qt/(Ax))∞

M+2∏
k=2

(qt/(bk))∞
(qt/(ak))∞

dqt, 1 ≤ i, j ≤ M + 3, bM+3 = σ∞ (3.4)

この方程式に対しても, 以下の接続公式を導出できる.



Theorem 3.1. バランス条件 a1a2 · · · aM+2 = qα+1b1b2 · · · bM+2 のついた積分 Ii,j, Ĩi,j は次の接
続公式を満たす.

M+2∑
k=2

Čk

∫ bk

b1

M+2∏
i=1

(qt/bi)∞
(qt/ai)∞

dqt+ ČM+3

∫ σ∞

b1

M+2∏
i=1

(qt/bi)∞
(qt/ai)∞

dqt = 0, (3.5)

∫ q/ap

0

tα−1
M+2∏
i=1

(ait)∞
(bit)∞

dqt =
∑

1≤k≤M+2
k ̸=r

Ľk,p ×
θ(a1)

θ(b1)

∫ bk

br

M+2∏
i=1

(qt/bi)∞
(qt/ai)∞

dqt, (3.6)

ここで

Čk =

(
b1
bk

)2
θ(σ/bk)

θ(σ/(qα−1bk))

θ(σ/b1)

θ(σ/(qα−1b1))

M+2∏
i=1

θ(ai/bk)

θ(ai/b1)

M+2∏
i=2

θ(bi/b1)

M+2∏
i=1

θ(bi/bk)
−1, 1 ≤ k ≤ M + 2,

(3.7)

ČM+3 =

(
b1
σ

)2

θ(qα)
θ(σ/b1)

θ(σ/(qα−1b1))

M+2∏
i=1

θ(ai/σ))

θ(ai/b1)

M+2∏
i=2

θ(bi/b1)

M+2∏
i=1

θ(bi/σ)
−1, (3.8)

Ľk,p =
1

qbk

(
q

ap

)α
θ(qα+1bk/ap)

θ(qα)

θ(b1)

θ(a1)

∏
1≤j≤M+2

j ̸=p

θ

(
aj
bk

) ∏
1≤j≤M+2

j ̸=k

θ

(
bj
bk

)−1

. (3.9)

積分 I0,j , 2 ≤ k ≤ M + 2 は E′
My = 0 の x = 0 における基本解系を与える. また, ĨM+2,k,

2 ≤ k ≤ M + 3, k ̸= M + 2は x = ∞における基本解系である. よって, 定理 3.1から原点と無限
遠点の間の接続公式を得る.

Corollary 3.2. バランス条件 a1a2 · · · aM+2 = qα+1b1b2 · · · bM+2 を仮定し a1 = Ax, b1 = Bxと
おく. この時, 次の E′

My = 0の接続公式をえる.(
I0,2 I0,3 · · · I0,M+2

)
=
(
ĨM+2,2 ĨM+2,3 · · · ĨM+2,M+1 ĨM+2,M+3

)
R1R2 (3.10)

ここで

R1 =



ř2 1 0 0 · · · 0
ř3 0 1 0 · · · 0

ř4 0 0
. . .

. . .
...

... 0 0 0
. . . 0

řM+3 0 0 0 · · · 1
řM+3 0 0 0 · · · 0


, R2 =


Ľ1,2 Ľ1,3 · · · Ľ1,M+2

Ľ3,2 Ľ2,3 · · · Ľ2,M+2

Ľ4,2 Ľ4,3 · · · Ľ3,M+2

...
...

. . .
...

ĽM+1,2 ĽM+1,3 · · · ĽM+1,M+2

 , (3.11)

であり řk = Čk

∣∣∣∣
b1↔bM+2

とする.



3.2 Kajiharaの q 超幾何級数との関係
Kajiharaの q 超幾何級数 Φm

n,r [4]は次で与えられる:

Φm
n,r

(
{ai}1≤i≤m

{xi}1≤i≤m

∣∣∣∣ {bk}1≤k≤n

{dk}1≤k≤n

∣∣∣∣ {cs}1≤s≤r

{es}1≤s≤r

∣∣∣∣ u) =
∑

l∈(Z≥0)M

u|l|∆(xql)

∆(x)

∏
1≤i,j≤n

(ajxi/xj)li
(qxi/xj)li

×

(
m∏

k=1

n∏
i=1

(bkxi)li
(dkxi)li

)(
r∏

k=s

(cs)|l|

(es)|l|

)
.

(3.12)

公式 (2.4)を退化すると次の変換公式が得られる.

F0

(
{ai}1≤i≤M+2

{bi}1≤i≤M+2

)
=

−1

q(1− q)(q)∞

∫ q/a1

0

M+2∏
k=1

tα−1 (akt)∞
(bkt)∞

dqt, (3.13)

F∞

(
{ai}1≤i≤M+2

{bi}1≤i≤M+2

)
=

−1

q(1− q)(q)∞

∫ b2

b1

M+2∏
k=1

(qt/(bk))∞
(qt/(ak))∞

dqt. (3.14)

ここで

F0

(
{ai}1≤i≤M+2

{bi}1≤i≤M+2

)
=

qα−1

aα1

(qαb1/a1, a3/b1)∞
(qα, qb3/a1, qb1/a1)∞

M+2∏
i=4

(qai/a1)∞
(qbi/b1)∞

× ΦM
1,1

(
{ai/bi}1≤i≤n

{ai}1≤i≤n

∣∣∣∣ {1/b3}
{q/b1}

∣∣∣∣ {qb1/a1}
{qα+1b1/a1}

∣∣∣∣ a3/b1) , (3.15)

F∞

(
{ai}1≤i≤M+2

{bi}1≤i≤M+2

)
=

(q1−α, b2/b1, qb1/b2)∞
(qb1/a1, qb2/a1, qb1/a2, qb2/a2)∞

M+2∏
i=4

(qb1/bi, qb2/bi)∞
(qb1/ai, qb2/ai)∞

× ΦM
2,0

(
{aj/bj}3≤i≤M+2

{1/bi}3≤i≤M+2

∣∣∣∣ {a1, a2}
{b1, b2}

∣∣∣∣ ·
·

∣∣∣∣ qα−1

)
, (3.16)

であり a1a2 · · · aM+2 = qα+1b1b2 · · · bM+2 とする.

この公式と退化極限によって, 次の線形関係式を得る.

Theorem 3.3. 次の線形関係式が成り立つ.

M+2∑
i=2

ĎkF0

(
ak, a1, a2, . . . , ak−1, ak+1, . . . aM+2

{bi}1≤i≤M+2

)
= 0, (3.17)

F0

(
ap, a1, a2, . . . , ap−1, ap+1, . . . aM+2

{bi}1≤i≤M+2

)
=

∑
1≤k≤M+2

k ̸=r

Ľk,p × F∞

(
ar, ak, a1, a2, . . . , ar−1, ar+1, . . . , ak−1, ak+1 . . . , aM+2

{bi}1≤i≤M+2

)
. (3.18)

ここで

Ďk =
aα+1
k

qα−1σ2

M+2∏
i=1

θ(σ/ai)

θ(σ/bi)

M+2∏
i=1

θ(ak/bi)
∏

1≤i≤M+2
i ̸=k

θ(ak/ai)
−1. (3.19)



ただし, a1 · · · aM+2 = qα+1b1 · · · bM+2 とする.
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